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A-1-1

Problem

Find the largest positive integer n with the following property:

The product (k+ 1) - (k+2) - (k+3) ... (k+ 2016) is divisible by 2016™ for every

positive integer k.

Solution

Vyjdeme z poznatku, Ze 2016 = 25-32-7. Uréime, Kkolikrat nejméné-krat je zadany
vyraz délitelny prvocislem 7. Neboli, jakou nejvy$si mocninou cisla 7 je zadany vyraz
vzdy, pro libovolné k; délitelny.

Uvahou, Ze mezi 2016 po sobé jdoucimi ¢&isly alesponi &716 = 288 délitelnych 7, lg
délitelnych 49 atd., miizeme tento minimalni exponent urcit: 288 + 41 + 5 = 334.
(protiptikladem miZe byt napt. k= 71° nebo jina vysoka mocnina 7).

JelikoZz 2016™ = 25™ - 32" . 7" musi byt proto nutné n < 334.

DokaZeme vsak, Ze n = 334 vyhovuje, tzn., Ze vyraz je pro vSechna k vzdy délitelny Cisly
25334 § 32334 K tomu stadi ukazat, Ze zadany vyraz obsahuje odpovidajici ¢initel pro
vSechna k vicekrat, neZ potfebujeme.

Postup ktomu bude analogicky, opét pouZijeme vzorec pro minimalni exponent:
[2016 N [2016

2 4

J+...= 1008 + 504 + 252 + 126+ ...> 1890 > 5- 334

l2016 [2016

3 9 J+...=672+224+...>2-334

5-334 2-334 ; 334 335
2 ,3 17 773,

Vyraz je tedy vzdy délitelny , ale nikoliv vSak

Nejvyssi mozné nje tedy 334.
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Problem

In the domain of real numbers, solve the system of equations
x = p*+y?
y=q°+ 7

z= 1%+ x?

with non-negative real parameters p, g, rsatisfying p + q +r = 3

Solution

Secteme vSechny 3 rovnice (disledkova uprava):
x+y+z=p>+q*+r>+x*+y*+2*

Ze znamé nerovnosti 3(p? + q% + r%) = (p + q + r)?, kterad jednak vyplyva z Cauchy-

Schwarzovy nerovnosti, ¢i upravou ziejmé nerovnosti 2[(p — q)?*+ (q —7)* +

< (p+q+71)?2 _ (%)2

. o 3 .
(r — p)?] = 0, dostaneme nasledujici odhad: p? + ¢% + r? > —— =% = (Plati
Vp,p,7€RY)
Dosadime, rovnice nam tedy pi'ejde v nerovnici, ktera vsak pro reSeni soustavy nutné
musi platit:

3
x+y+z=p*+q*+ri+x*+y* 422 ZZ+x2+y2+zz
Nerovnici vzniklou dosazenim upravime:

1 1 1
02(xz—x+—)+<y2—y+—>+(zz—z+—>
4 4 4

0=(x-3) +(r-3) +(--3)
>(x—= —= zZ—=

2) T\ T2 2
Zirejmé tedy vidime, Ze nerovnici mliZe vyhovovat pouze jedina trojice realnych cisel
( ) = (l 1 l)
x; y» Z) = 2 ) 2 ) 2

. 111 . v L y ., “

Tato trojice pro (p,q,r) = (E’E’E) skute¢né vyhovuje vSem tiem rovnicim, o ¢emz se
v x Twe y ] 3 . “
presvédCime zde nutnou zkouSkou. Podminka p+q+1r = 5 Je samoziejmé v tomto

pripadé splnéna.

e vy g 111
Soustava rovnic ma jediné feSeni: (x,y,z) = (E’E'E)
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Problem

We are given a square ABCD in the plane. Find the locus of vertices P of all right-angled
isosceles triangles APQ with the right angle at Zsuch that the vertex Qlies on the side CD
of the given square.

Solution

Pro kaZdou polohu bodu @ vyhovuji
zadanim 2 rtzné body P. Jeden z nich lezi
ve stejné poloroviné s D podle primky
AQ, druhy ne.

Je-li u vrcholu P ze zadani pravy uhel,
miizeme okamzité vyrazné omezit
mnozinu boda 2. Jelikoz bude tusecka AQ
vidéna pod pravym uhlem jak z vrcholu
P, tak zvrcholu D, bude ctyiruhelnik
APQD (nebo AQDP, zaleZi na tom, v jaké
poloroviné vici AQ je bod P) vidy
tétivovy. Oznacime-li Sstred usecky AQ,
budou body APQD vidy leZzet na
Thaletové kruznici se stfredem S.

JelikoZ je AQP ze zadani nejen pravouhly, ale i rovnoramenny, mizZeme jednoznacné

urc¢it jeho vnitfni dhly: 90°,45°,45°. potom vsak zobvodovych whld plati:

45" = |« PQA| = |« PDA| (pro &tyrthelnik PAQD) nebo 45 = |« PAQ| = |« QDP| =
= |« CDP]| (pro ¢tyiahelnik PQAD).

Bod P tedy musi nutné lezet bud’ na poloptimce DX nebo DY, viz nasledujici obrazek
(a to nezavisle na poloze bodu Q)

Jinak feceno, zuzili jsme mnoZinu
hledanych bodli P na polopfimky
odklonéné od €D pod tihlem 45°z bodu C
smérem , doli“ k dolni strané ARB ¢tverce.




Nyni si sta¢i uvédomit 2 specialni pripady, totiZkdy Q =Da Q=

VSechny ostatni pfipady budou néco mezi tim.

Hledana mnoZina bude tedy vypadat takto (jako sjednoceni dvou tsecek):

Oznacime-li tedy Ostied ctverce ABCDa O’jeho zrcadlovy obraz podle AD, pak budou
reSenim usecky OB a O’Bvcetné krajnich bodi.

- Ke kaZdému bodu Pz vyznacené mnoZiny
 mizeme sestrojit z néj vychazejici kolmici k AP
protinajici stranu CD. Tento prinik ozna¢ime @
a pomoci analogického vyuziti obvodovych uhli
avztahi |XADO’| = 45° a |XADB| = 45° lze
snadno zjistit, Ze trojuhelnik APQje skutecné
rovnoramenny. Tim je existence mnoZiny

potvrzena.




Dtikaz pro 1. pripad:

Po sestrojeni kolmice mame z obvodovych
uhli [«PQA| = |«O0’DA| = 45°.

Dtikaz pro 2. pripad:

Po sestrojeni kolmice mame z obvodovych
uhli [€AQP| = [«ADO| = 45°.




