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Problem

Let nbe a positive integer and a, a,, -+, a, be real numbers fulfilling the condition

aq = a, = 2 an.

Let us define S; = a; + a, + -+ q; forall i (2 <i < n).Prove that the inequality
Sn—1  Sn
—_ 2 —
n-1 n

holds. When does equality hold?

Solution
ProtoZe a; = a, > ... = a,, mUZeme psat (1) a; + ... + a,- na, = 0 a mlZeme tedy taky psat

a;+--+ap—na ,.naj+--+nap_;—(n-1)a;—
—— =2 1 >0aproto plati i — ot L
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n(n-1) Y > 0 co? je akorat rozepsané
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—i=L — 1 > 0, coz miZzeme rozepsat jako === — =2 >0, a proto plati i == > =2, Vidime
n(n-1) n—-1 n n—-1 n

zaroven z (1), Ze rovnost nastava, pravé kdyz a; = a, = ... =a,, coz si mlZeme ovéfit:

n—-1)a na v ez v ,
% = Tl, co? vidime (a1 = a1), Ze plati.
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Problem

We are given a triangle ABC with the longest side AB. Let K, L be points on the side AR
such that |4AL/ = JAC/, |BK/ = /BC/, and M, N be points on the sides BC, AC respectively,
such that /BM/ = [BL/, [AN] = JAK]. Prove that the points K L, M, Nand Clie on the same
circle.

Solution

"

K -

Ze zadani vime, Ze |AN|=|AK|; INC|=|KL]|,....

Osa thlu a tedy rozdéluje AACL na 2 shodné trojuhelniky. Taky vime, Ze protoZe se
rovnaji |AC|=|AL| a taky |[NA|=]AK]|, tak tato osa protina usecky |[NK| a |CL| v jejich
stfedu a je k nim kolm4, takZe |NK| je rovnobéZzna s |CL| a samoziejmé tedy i [ML| s |CK].
To znamen3, Ze KLCN je rovnoramenny lichobéznik a stejné tak i KLMC. A proto leZi na
jedné kruznici (1 spolec¢na strana a 1 spole¢ny vrchol), (vime, Ze rovhoramenné
lichobéZniky jsou tétivové ¢tyruhelniky). A tim je dlikaz u konce. Vidime totiz, Ze kdy?z je
KLCN rovnoramenny lichobéznik, tak |«CNL|=|«LKC]| a tedy je to tétivovy ctyiihelnik -
obvodové thly, a proto i | *KNL|=|«KCL|. A kdyZ KLMC je rovnoramenny lichobéznik
(ICM|=|KL| a |[ML| je rovnobézna s |CK]), tak zase |*KLC|=|«%CMK]| a tedy je to tétivovy
¢tyfuhelnik a tedy | *LMK|=|«LCK|=|%KNL| a tedy jsou body K, L, M, N a C na jedné
kruznici.
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Problem

Prove that there exist infinitely many natural powers of 9 such that their decimal
representations contain at least one even digit.

Solution
Sestavme si jednoduchou tabulku, kde si poznac¢ime posledni dvé Cislice n-té mocniny
¢isla 9:
n posledni
dvé Cislice
0 1
1 9
2 81
3 29
4 61
5 49
6 41
7 69
8 21
9 89
10 01
11 09
12 81
13 29
14 61
15 49
16 41
17 69
18 21
19 89
20 01

Z tabulky tedy ihned vycteme, Ze se posledni dvé cislice n-té mocniny ¢isla 9 opakuji
s periodou 10. Vidime, Ze vSechny maji alesponi 1 sudou ¢islici (je jedno, je-li 0 sudd), a
proto je takovych ¢isel nekone¢né mnoho.



